Laboratorio de Técnicas de Soporte a la Decisión
Aplicaciones de los tests de hipótesis


DATOS DE LOS ALUMNOS

Nombre:

Nombre:

Puesto:

LABORATORIO DE TECNICAS DE SOPORTE A LA DECISION
Práctica 4: Aplicaciones de los tests de hipótesis
1.
Introducción

En esta práctica el alumno se verá enfrentado a problemas para cuya resolución es necesario plantear un test de hipótesis. En general, repasaremos los tests más empleados en problemas de control de calidad. En estos problemas se toma una muestra de la producción total, se miden sus características y se comprueba si verosímilmente responden a las especificaciones. Si no cumplen las especificaciones se rechaza el lote como defectuoso. 


Antes de comenzar hay que hacer un comentario: los contrastes de hipótesis estudiados aquí son de uso general, pero los parámetros utilizados en cada caso (tamaño del lote, forma de muestreo, nivel de significación, ...) y el procedimiento seguido en el control de calidad están recogidos en recomendaciones por parte de los organismos de normalización (ANSI, MIL-STD, DIN, ...). Si se realiza un proceso de control de calidad se debe seguir la norma utilizada en cada ámbito de trabajo.


En primer lugar trataremos los contrastes de hipótesis sobre la media de la distribución.

2.
Contraste de significación para medias

En muchos problemas de control de calidad de un determinado parámetro se toma una muestra de la producción, se mide la magnitud a controlar y se define un contraste de hipótesis para comprobar si la media real es la que se supone que debe ser.

Actividad 1


Supongamos que un determinado proceso de producción genera un producto del que se mide un determinado parámetro para comprobar si cumple las especificaciones. 


En el primer ejemplo supondremos que queremos comprobar que nuestro parámetro medido en la producción tiene una media de 353 unidades. Se sabe que la desviación típica de dicho parámetro es de 11,5 unidades. Se sabe además que la distribución de los valores que toma dicho parámetro se puede suponer gaussiana. Supongamos que se desea detectar un tipo de defecto que hace que la media del parámetro medido aumente en 12 unidades, y la desviación típica es la misma: 11,5 unidades. La distribución del parámetro en este caso sigue siendo gaussiana. Establezca el test de hipótesis (halle la región de rechazo y el tamaño de la muestra de estimación N) que permita detectar desviaciones (aumentos) de la media deseada de 12 unidades en el 80 % de los casos (con la misma desviación típica) y un nivel de significación del 5 %. Para ello, siga los siguientes pasos:

· Dibuje en el espacio que sigue de forma aproximada la forma de las distribuciones del estimador de la media del parámetro cuando hay defecto y cuando no hay defecto. No se preocupe demasiado de las escalas. Para el razonamiento basta con la forma aproximada de las distribuciones. 

· Sobre las gráficas anteriores, indique el umbral que fija sobre la distribución para el caso sin defecto el nivel de significación 
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 del 5%. Llame a ese umbral 
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 Indique sobre la gráfica las masas de probabilidad que se dejan a uno y a otro lado del umbral.

· Indique cuál sería el valor de ese umbral en la Gaussiana normalizada N(0,1). Llámelo 
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· Como ya sabe, el test de hipótesis trabajará sobre el caso de no existencia de defecto (hipótesis nula). Por tanto, el umbral que se va a utilizar para tomar la decisión es 
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. Sobre las gráficas anteriores, concretamente sobre la distribución para el caso de existencia del defecto, indique la probabilidad que debe quedar a uno y a otro lado del umbral 
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 para que se cumpla el requisito de que el defecto se detecte el 80% de las veces. Explique porqué:

· Suponga ahora que estamos en el caso de existencia de defecto, y utilice el conocimiento de la distribución en este caso para fijar (sobre la gaussiana normalizada N(0,1)), el umbral que haría que el defecto se detectara el 80% de las veces. Este valor (que denominaremos 
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 es el que deja por encima una masa de probabilidad del 80%. Explique porqué y obtenga su valor, utilizando las tablas de la gaussiana N(0,1):
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Denominaremos 
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 al umbral que se obtendría sobre la distribución no normalizada del parámetro en el caso de existencia de defecto, correspondiente al umbral 
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 en la gaussiana normalizada N(0,1).

· Exprese a continuación la relación que existe entre 
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. Es decir, exprese 
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 en función de 
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, la media en el caso de no existencia de defecto, la varianza y N:

· Exprese a continuación la relación que existe entre 
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 Es decir, exprese 
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, la media en el caso de existencia de defecto, la varianza y N:

· Como el test de hipótesis utiliza un sólo umbral, igualaremos 
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. Iguálelas, y despeje el valor de N en la ecuación resultante. Si no le sale entero, aproxime al entero más adecuado (superior o inferior), explicando porqué.

· Por último, indique cuál es el umbral que utilizará para el test de hipótesis. ¿Qué sucede al redondear N como hizo en el punto anterior?:

· (Esta cuestión no es necesario contestarla en el Laboratorio. Puede pensarse posteriormente) Note que el valor que la ha salido de N es pequeño (menor que 30). No olvide que en clase comentamos que el test de hipótesis sobre medias se basaba en que la media muestral tiene distribución gaussiana si el tamaño de la muestra es grande (decíamos, como valor “típico”, N>30) Sin embargo, en este caso el procedimiento de realización del test de medias sigue siendo válido, aunque N sea pequeño ¿Por qué? Justifique su respuesta. (Pista: La distribución de los datos originales es gaussiana). 

Actividad 2

Una vez finalizada la actividad anterior, entre en MATLAB, tome las muestras del fichero "media1.mat"
 (usando la sentencia load) y aplique el test de hipótesis. El fichero contiene 5000 valores del parámetro obtenidos cuando el producto es correcto. Para ello:

· Cargue el archivo de datos (sentencia load).

· Estime la media (sentencia mean). Utilice N muestras del archivo (N calculado en la actividad anterior)

· Normalice el valor de la media, para utilizar las tablas de la distribución normal estándar N(0,1).

· Utilice el umbral calculado en la actividad anterior.

Escriba a continuación los valores de la media, el valor de la media normalizada, el umbral y el resultado del contraste de hipótesis:


Note que ha utilizado N muestras del archivo para realizar el contraste. Pero en el archivo hay 5000 medidas del parámetro. ¿Qué se le ocurre hacer? Justifique y comente razonadamente su propuesta.

Actividad 3

Utilizando los datos del mismo archivo "media1.mat", estime el nivel de significación del test de hipótesis con el umbral que obtuvo en la actividad anterior. Para ello:

· Genere un pequeño programa en MATLAB que vaya tomando las muestras del archivo de N en N (lea el archivo completo utilizando load, y después recórralo de N en N utilizando for), estime la media y compare cada uno de los valores de esa media con el umbral de decisión. Como sabe que todos los valores de este archivo corresponden a un parámetro sin defecto, puede estimar el nivel de significación del test. Indique cómo lo va a estimar e indique también cuál es el valor del nivel de significación estimado. Haga algún comentario sobre el valor obtenido (no olvide incorporar en su comentario el hecho de que lo que ha obtenido es un estimador del nivel de significación).

Actividad 4


Para finalizar este apartado, tome las muestras en el fichero "media2.mat" que contiene 5000 muestras del parámetro cuando existe defecto y aplíquele el test de hipótesis que ha diseñado anteriormente en la actividad 1. Estime la probabilidad de fallo (para ello, proceda análogamente a como hizo en la Actividad 3). Indique a continuación el valor que ha obtenido para dicha probabilidad de fallo y comente dicho valor en relación con el diseño del test de hipótesis que realizó en la Actividad 1 (no olvide incorporar en su comentario el hecho de que lo que ha obtenido es un estimador de la probabilidad de fallo).

3.
 Test de hipótesis para proporciones

Los métodos de control de calidad que utilizan tests como los anteriores, basados en medida de parámetros en una escala continua, se suelen denominar "basados en variables". Tienen el problema de que en muchos casos las medidas son difíciles, si no imposibles (es el caso de control de calidad de atributos no medibles: colores, gustos, ...) y de que responden mal cuando los errores de fabricación no son aproximadamente gaussianos y el tamaño de la muestra no es elevado. Para evitar estos problemas surgen los métodos de control de calidad basados en atributos. Consisten en comprobar si una unidad fabricada posee un atributo especificado para el producto (por ejemplo un color). Es también fácil convertir las variables en atributos sin más que definir un margen de error aceptable para el producto final: si la medida está fuera no cumple el atributo. Para aclarar que esto facilita el proceso podemos poner un ejemplo: suponga que está perforando agujeros y desea controlar su diámetro. Podría optar por medirlo con toda precisión, lo cual puede ser caro (control por variables). Pero puede optar por la solución de probar si cada pieza entra en un eje con el diámetro mínimo de aceptación y no entra en un eje con el diámetro máximo permitido (control por atributos). En este caso, el problema del control de calidad se convierte en un problema de test de hipótesis para proporciones. Es decir, se trata de establecer el test de hipótesis sobre la proporción de objetos defectuosos que hay en la muestra que se examina.


En primer lugar recordaremos brevemente el test de hipótesis para proporciones, recordando también que no es más que un caso particular de los tests de hipótesis para medias.

Actividad 5


El resultado de ver si un determinado atributo (por ejemplo un diámetro, como en el ejemplo anterior) cumple una determinada especificación se puede modelar como una variable aleatoria de Bernouilli. A priori, los valores de esa variable aleatoria serán:

· 0 si no existe defecto (con probabilidad q = 1 - p).

· 1 si existe defecto (con probabilidad  p).

La esperanza de una variable aleatoria de Bernouilli es p, y su varianza vale qp = (1 - p) p. Nuestro interés es estimar la proporción de elementos defectuosos, es decir, p, la esperanza de la variable aleatoria de Bernouilli. Para ello se examinan los objetos de la muestra y se decide si cada objeto es defectuoso o no, estimándose posteriormente la probabilidad p por simple cuenta (número de objetos que presentan defecto entre número de objetos examinados). Se trata por tanto de un problema de estimación de la media. De hecho, el estimador que se utiliza para estimar la proporción (la cuenta de la que hablábamos anteriormente) se puede expresar como:
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Donde 
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 toma los valores 0 ó 1 en función de que el procedimiento de prueba indique que no existe defecto o de que sí existe.


Estamos por tanto en un caso de contraste de hipótesis de la media. Es decir, el estimador de la proporción 
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 es, al fin y al cabo, un estimador de una media, y por tanto, para N suficientemente grande, tendrá distribución gaussiana. Para el caso del test de hipótesis sobre proporciones que estamos definiendo, se puede demostrar que "N suficientemente grande" significa que Np > 5 y Npq > 5.  Defina el contraste de hipótesis que le permita comprobar si las muestras en el archivo "propor1.mat" tienen una proporción del 10 % con un nivel de significación del 5%. Utilice el valor de N mínimo que le garantiza el carácter gaussiano del estimador de la proporción si la hipótesis de que la proporción es del 10% fuera cierta. Indique cuál es la región crítica sobre los valores de la proporción estimada.

Actividad 6

Utilizando el programa MATLAB que desarrolló anteriormente, estime utilizando las 5000 muestras del archivo "propor1.mat" el nivel de significación, y compárelo con el nivel de significación de diseño del contraste. Escriba a continuación cómo ha realizado la estimación y sus comentarios.

4.
Test de hipótesis para la igualdad de varianzas
Actividad 6


En este apartado se trata de comprobar que dos máquinas de un taller trabajan con la misma precisión. Para ello se fabrica una serie de piezas con la misma longitud nominal. Las piezas se miden y las diferencias de las longitudes de cada pieza con la longitud nominal se guardan en los archivos "var1.mat" y "var2.mat". Estos archivos tienen 1000 muestras, debiendo ejecutarse el test en lotes de 20 muestras decidiendo en qué lotes existen varianzas distintas. Se trata de establecer un test de hipótesis que nos permita corroborar si las dos varianzas son iguales o distintas con un nivel de significación del 5%. El procedimiento para realizar un contraste de hipótesis de este tipo se adjunta en el Apéndice 1 (al final de la práctica). Se proporcionarán también tablas de la distribución F de Snedcor. Note que dichas tablas sólo permiten establecer el umbral en la parte superior de la distribución. Como su contraste de hipótesis es sobre igualdad de varianzas (véase el Apéndice 1), necesita dos regiones de rechazo. Utilice para ello la siguiente relación que se puede demostrar para la distribución F:
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Por ejemplo, si un umbral sobre la distribución F que deja por encima una probabilidad del 5% vale, por ejemplo, 6,26, el umbral que dejará por encima una probabilidad del 95% (para el mismo número de grados de libertad, n y m), es de 1/6,26 = 0,1597.


Explique a continuación su diseño del contraste de hipótesis, e indique cuántos de los 50 lotes de 20 muestras que puede formar con las 1000 muestras de los archivos pasan el test (es decir, se decide que las varianzas son iguales). NOTA: Utilice la sentencia var de MATLAB para estimar la varianza de un vector de muestras.


Note que, según se comenta en el Apéndice 1, la realización del test de igualdad de varianzas exige que las muestras aleatorias procedan de poblaciones gaussianas ¿Cómo podría comprobar esto con los datos de los archivos “var1.mat” y “var2.mat”? No es necesario que lo compruebe, sino sólo que indique cómo lo haría, utilizando herramientas ya vistas en la asignatura.

6.
Entregable de la práctica

El entregable de esta práctica consiste en:

· Este cuaderno, con las correspondientes cuestiones y comentarios contestados.

· Diseño de un procedimiento de control de calidad: Suponga un proceso de fabricación de piezas. Cada cierto tiempo se inicializa el proceso de producción. Si la inicialización se realiza de forma correcta, el 15% de las piezas fabricadas tendrán un peso fuera de unos límites especificados. Si la inicialización no se realiza de forma correcta, ese porcentaje será mayor. Cada vez que se inicializa el proceso de producción, hay que verificar si la inicialización ha sido correcta. Para ello se toman dos lotes de prueba, de tamaño N, de la fabricación tras la inicialización y para cada pieza del lote, se prueba si el peso está dentro de los límites (suponga que el resultado de la decisión es binario, o está dentro de los límites o no lo está). Para cada lote, se estima el porcentaje de piezas cuyo peso no está dentro de los límites. Si se decide que los dos lotes de prueba tienen más de un 15% de piezas defectuosas, el proceso de inicialización se da como inválido, y deberá realizarse otra vez. Explique en una o dos hojas cómo se diseña el procedimiento de test de hipótesis para decidir, con un nivel de significación del 5%, si la probabilidad de que el peso de los objetos esté fuera de los límites tras la inicialización es del 15% o superior. Debe diseñar el tamaño del lote, N, y explicar claramente el procedimiento del contraste de hipótesis. ¿Cuál sería la probabilidad de dar como inválido el proceso de inicialización en el caso de que éste hubiera sido realmente válido? (para responder a esta pregunta, suponga independencia entre la realización del test de hipótesis en los dos lotes de prueba).

COMENTARIOS Y SUGERENCIAS SOBRE LA PRÁCTICA 4

APÉNDICE 1

Contraste de hipótesis para diferencia de varianzas


Sean 
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 realizaciones de dos muestras aleatorias 
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. Suponemos independencia entre ambas muestras.


Se desea contrastar, con un nivel de significación 
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 la hipótesis:
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frente a una de tres posibles hipótesis alternativas:

(a) 
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(b) 
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(c) 
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Los pasos para la realización del contraste de hipótesis son:


Paso 1: Cálculo del estadístico de prueba. En este caso el estadístico es:
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Bajo la hipótesis adicional de que las muestras aleatorias proceden de variables con distribución gaussiana, la distribución del estadístico f es conocida. Se puede demostrar que tiene una distribución F de Snedcor (también conocida como F de Fisher), con n = N-1 y m = M-1 grados de libertad. A título informativo, puesto que lo que realmente necesitamos son las tablas de la distribución que se incluyen en el apéndice siguiente, la expresión de la función de densidad de probabilidad de la distribución F es:
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Paso 2: Determinar la región de rechazo. Para un nivel de significación 
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, la región de rechazo es (véase la gráfica con la forma de la distribución F en el apéndice 2):

(a) Si la hipótesis alternativa es  
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, la región de rechazo será:
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(b) Si la hipótesis alternativa es 
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, la región de rechazo será:
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(c) Si la hipótesis alternativa es 
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, la región de rechazo será:
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En las expresiones anteriores, 
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 en general, es el valor del umbral que en la distribución F con n y m grados de libertad deja por encima una masa de probabilidad de 
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(MUY IMPORTANTE: Es muy conveniente razonar el porqué de las zonas de rechazo de los tres casos anteriores, utilizando para ello la gráfica de la distribución F que se incluye en el apéndice 2)


Paso 3: Si el estadístico de prueba está en la región de rechazo, se rechaza la hipótesis nula y se acepta por tanto la hipótesis alternativa. Caso contrario se acepta la hipótesis nula.

APÉNDICE 2

Tablas de la de la distribución F

� NOTA: Todos los archivos de datos de esta práctica se encuentran en el directorio /user/LabTecSopDec/Prac4. En primer lugar acceda a la carpeta F:/LTSD/Práctica4. Copie los archivos en su carpeta de trabajo E:/LTSD/Práctica4 (si no existe la subcarpeta Práctica4, créela).
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